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纳米结构表面向列相液晶的聚合物锚定效应
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摘　要：提出了纳米结构聚合物表面的一个简化模型：由具有交替的沿面和垂面锚定的一维周期性条纹表面

表征。利用ＡｌｅｘｅＩｏｎｅｓｃｕ等提出的扩展各向异性表面能形式，研究了向列相和取向层聚合物之间的锚定以

及聚合物和基板表面之间的锚定对向列相液晶表面锚定的影响。在理论处理中，假设两不同锚定区域的锚

定强度相等。结果表明：聚合物和基板表面之间的锚定会影响向列相的指向矢分布，降低松弛距离以及系统

的总自由能。
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１　引　　言

在液晶中，向列相的表面效应已被广泛研

究［１］。界面附近向列相的平移对称以及转动对称

性被破坏［２］。在没有外场时，由于表面层的存在，

向列相液晶的取向完全由表面力决定［３］。当表面
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层为有序介质（例如聚合物）时，将产生特殊的效

应，因为除了物化相互作用，还需要考虑空间相互

作用［４７］。

近来，郭海成等人提出的纳米结构取向层能

够实现预倾角的连续控制 ［８１０］。该取向层表面

为由沿面（Ｈ）和垂面（Ｖ）取向材料纳米畴组成的

多相异质取向层。纳米畴周期很小时，液晶分子

将在距离取向层很短的距离内形成均匀的预倾

角，该距离定义为松弛距离。该取向表面已被证

实具有较好的锚定能以及热稳定性。由于可以实

现大预倾角，该表面可用于许多快速响应以及双

稳装置［１０１１］。

利用ＲａｐｉｎｉＰａｐｏｕｌａｒ（ＲＰ）表面锚定能
［１２］，

郭海成等基于一维纳米结构聚合物表面模型，对

向列相液晶的指向矢场进行了数值计算［９１０］。结

果表明：预倾角取决于 Ｈ 畴和 Ｖ畴的相对面积

比、相对锚定强度以及液晶的弹性常数。另外，松

弛距离由纳米畴的周期决定。

ＡｌｅｘｅＩｏｎｅｓｃｕ等人
［１３］基于平行排列盒，研

究了由 Ｈ取向材料和Ｖ取向材料混合形成的聚

合物取向层的表面锚定。他们提出了扩展的表面

能形式，其中包含向列相和取向层聚合物之间的

锚定以及聚合物和基板表面之间的锚定。研究结

果表明：通过控制 Ｈ 和 Ｖ取向材料的锚定可以

控制等价锚定能。然而他们所研究的平行盒表面

与郭海成提出的纳米结构表面模型不同；并且，他

们所采用的在单一层中制造 Ｈ和Ｖ取向材料的

均匀同质混合物的方法在实验上不能实现预倾角

的连续控制［１１］。

郭海成等提出的一维纳米结构模型引起了极

大的关注［１４１８］。Ａｔｈｅｒｔｏｎ等人
［１４］研究了具有这

种表面结构的向列相液晶的取向转变。为了得到

关于指向矢分布的解析解，他们提出了关于指向

矢分布的傅里叶形式解，并且假设两锚定的锚定

强度相等。他们的解析结果可以解释郭海成［９１０］

的数值结果，但是郭海成和Ａｔｈｅｒｔｏｎ等都没有考

虑聚合物和基板表面之间的锚定。

本文研究纳米结构聚合物取向表面向列相的

锚定效应。在理论处理中，通过假设两锚定区域锚

定强度相等，得到了关于指向矢分布的解析解，进

而分析了聚合物和基板之间锚定对向列相的影响。

２　模　　型

考虑由规则的 Ｈ畴和Ｖ畴组成的纳米结构

表面，两取向畴具有相同的方位φ。建立一个简

化模型，由沿狓方向周期为λ的周期性条纹表面

表征（见图１），Ｖ畴宽犪λ（０＜犪＜１）。令狕轴垂直

于基板，狔轴沿条纹。条纹０≤狓＜犪λ上分子垂面

锚定，犪λ≤狓＜λ上分子沿面锚定。假设指向矢

限制在狓狕平面内，那么

狀＝ （ｃｏｓθ，０，ｓｉｎθ） （１）

　　由于沿狔方向的平移不变性，θ＝θ（狓，狕）。

指向矢最终构型使得总自由能（包含体能和

表面能）最小。体弹性能为



：

犳ｂ＝
１

２
［犓１（!·狀）

２
＋犓２（狀·!×狀）

２
＋犓３（狀×!×狀）

２］ （２



）

其中犓１，犓２，犓３分别为展曲，扭曲，弯曲弹性常数。

这里我们忽略了表面弹性项犓ｓ≡犓２＋犓２４，因为当

指向矢被限制在单一平面时犓ｓ对自由能没有贡

献。另外一个表面项犓１３
［１９］在这里也没有考虑。

根据 ＡｌｅｘｅＩｏｎｅｓｃｕ等人提出的扩展表面能

形式［１３］，样本Ｈ畴的扩展各向异性表面能为：

犳ｓＨ ＝
１

２
αＨｓｉｎ（θ

０
－θｐ）

２
＋
１

２β
Ｈｓｉｎ（θｐ－θｅ）

２

（３ａ）

　　Ｖ畴的扩展各向异性表面能为：

犳ｓＶ ＝
１

２
αＶｓｉｎ（θ

０
－θｐ）

２
＋
１

２β
Ｖｓｉｎ（θｐ－θｅ）

２

（３ｂ）

其中θｐ 和θｅ分别为聚合物材料的取向和易取向

方向；θ
０ 为表面处液晶指向矢方向。βＨ，βＶ 分别

与作用在 Ｈ和Ｖ取向材料上的弹性回复力矩有

关；αＨ，αＶ分别代表向列分子沿 Ｈ和Ｖ取向材料

取向的能力。

为了得到总自由能，通过纳米畴的周期λ对

坐标进行约化，即狓
～

＝
狓

λ
，狕
～

＝
狕

λ
。对于多数向列

相犓２＜犓１≤犓３
［２０２１］，因此我们假设犓１＝犓３＝

犓，那么体自由能密度为：

犳ｂ／犓 ＝
１

２
［（θ狓～）

２
＋（θ狕～）

２］／λ
２ （４）

其中θ狓～＝θ／狓
～，θ狕～＝θ／狕

～。欧拉方程为：
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图１　一维模型示意图．表面周期为λ，Ｖ畴宽犪λ（细线），

Ｈ 畴宽 （１－犪）λ（粗线）．指向矢狀限制在狓狕平面．

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｐｉｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ．Ａｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙｐａｔ

ｔｅｒｎｅｄｓｕｒｆａｃｅｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄλ．ＴｈｅＶｄｏｍａｉｎｗｉｄｔｈ犪λ

（ｔｈｉｎｌｉｎｅ），ａｎｄＨｄｏｍａｉｎｗｉｄｔｈ（１－犪）λ （ｔｈｉｃｋ

ｌｉｎｅ）．Ｔｈｅｄｉｒｅｃｔｏｒ狀ｉｓｃｏｎｆｉｎｅｄｔｏｔｈｅ狓狕ｐｌａｎｅ．

θ狓～狓～ ＋θ狕～狕～ ＝０ （５）

它有如下傅里叶形式解，

θ（狓
～，狕

～）＝θ０＋２∑
"

狀＝１

ｅｘｐ（－２狀π狕
～）×

［狆狀ｓｉｎ（２狀π狓
～）＋狇狀ｃｏｓ（２狀π狓

～）］ （６）

其中，系数θ０，狆狀 和狇狀 可以通过总自由能最小化

得到，θ０ 为预倾角。将 式（６）代入式（４）并对狓
～

和狕
～
积分得到单位周期的体自由能为：

犉犫／犽＝２π∑
"

狀＝１

狀（狆
２
狀＋狇

２
狀） （７）

　　当（θ０－θ狆）和（θ狆－θ犲）很小时，（３．ａ）和

（３．ｂ）可以线性化，进而得到单位周期的表面能：

犉ｓ／犓 ＝∫
犪

［
０

λ
２犔αＶ

［θ
０（狓

～）－θｐ（狓
～）］２＋

λ
２犔βＶ

［θｐ（狓
～）－θｅ（狓

～）］］２ ｄ狓～＋

∫
１

［
犪

λ
２犔αＨ

［θ
０（狓

～）－θｐ（狓
～）］２＋

λ
２犔βＨ

［θｐ（狓
～）－θｅ（狓

～）］］２ ｄ狓～ （８）

其中犔αＶ＝犓／αＶ，犔βＶ＝犓／βＶ，犔αＨ＝犓／αＨ，犔βＨ＝

犓／βＨ，它们具有长度的量纲，可定义为两不同畴

区推广的外推长度。

３　结　　果

根据上面提到的纳米结构表面模型（图１），

可以得到：

θｅ（狓
～）＝θｅ（狓

～

＋犔）＝

π
２
　０≤狓

～

＜犪

０　 犪≤狓
～

＜

烅

烄

烆 １

　（９）

其中犔为任意整数。式（９）给出的周期性函数θｅ（狓）

可近似写为傅里叶形式，即

θｅ（狓
～）＝

π
２
犪＋２∑

"

狀＝

［
１

ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
ｓｉｎ（２狀π狓

～）＋

ｓｉｎ（２狀π犪）

４狀
ｃｏｓ（２狀π狓

～ ］） （１０）

　　由于θｐ 和θ也为狓 方向的周期性函数，我

们可以假设：

θ狆（狓
～）＝θ０′＋２∑

"

狀＝１

［狆狀′ｓｉｎ（２狀π狓
～）＋狇狀′ｃｏｓ（２狀π狓

～）］

（１１）

θ
０（狓

～）＝θ（狓
～，０）＝θ０＋

２∑
"

狀＝１

［狆狀ｓｉｎ（２狀π狓
～）＋狇狀ｃｏｓ（２狀π狓

～）］ （１２）

　　将式（１０）～（１２）代入式（８），积分后与式（７）

结合，我们得到单位周期的总自由能犉（θ０，θ０′，

狆狀，狇狀，狆狀′，狇狀′；狀＝１，２，３…）。

系数θ０，θ
＇
０，狇狀，狆狀 和狆′狀，狇′狀 通过犉 最小化

得到，即犉
θ０
＝
犉

θ′０
＝０，

犉

狆狀
＝
犉

狇狀
＝
犉

狆′狀
＝
犉

狇′狀
＝０。

上述关系构成一非齐次线性方程组，写成如下矩

阵矢量形式：

犃犡 ＝犅 （１３）

　　其中矩阵犃和矢量犡，犅可表示为



：

犃＝

犃１１ 犃１２ … 犃１，４犿－１ 犃１，４犿 犃１，４犿＋１ 犃１，４犿＋２ …

犃２１ 犃２２ … 犃２，４犿－１ 犃２，４犿 犃２，４犿＋１ 犃２，４犿＋２ …

       

犃４狀－１，１ 犃４狀－１，２ … 犃４狀－１，４犿－１ 犃４狀－１，４犿 犃４狀－１，４犿＋１ 犃４狀－１，４犿＋２ …

犃４狀，１ 犃４狀，２ … 犃４狀，４犿－１ 犃４狀，４犿 犃４狀，４犿＋１ 犃４狀，４犿＋２ …

犃４狀＋１，１ 犃４狀＋１，２ … 犃４狀＋１，４犿－１ 犃４狀＋１，４犿 犃４狀＋１，４犿＋１ 犃４狀＋１，４犿＋２ …

犃４狀＋２，１ 犃４狀＋２，２ … 犃４狀＋２，４犿－１ 犃４狀＋２，４犿 犃４狀＋２，４犿＋１ 犃４狀＋２，４犿＋２ …

熿

燀

燄

燅       

（狀，犿＝１，２，…）　 （１４）

犡＝ 犡１ 犡２ … 犡４犿－１ 犡４犿 犡４犿＋１ 犡４犿＋２［ ］… Τ
　（犿＝１，２，…） （１５）
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犅＝ ［犅１ 犅２ … 犅４狀－１ 犅４狀 犅４狀＋１ 犅４狀＋２ …］Τ　（狀＝１，２，…） （１６



）

　　附录Ａ给出了犃，犡和犅 的各矩阵元素的具

体表达式。

附录 Ａ 中各矩阵元素的表达式表明：系数

θ０，θ′０，狇狀，狆狀 和狆′狀，狇′狀 由参数犪 和犔αＨ，犔βＨ，

犔αＶ，犔βＶ（αＨ，βＨ，αＶ，βＶ）决定。式（６）给出模型预

倾角为θ０，这意味着除了 Ｈ 畴和 Ｖ畴之间的面

积比以及向列相和聚合物之间的锚定（犪，αＨ，αＶ）

（已被郭海成等人在理论和实验上证实［８１０］），聚

合物和表面之间的锚定（βＨ，βＶ）也对预倾角有贡

献。这里不存在弹性常数的贡献，是因为在计算

中我们假设犓１＝犓３＝犓。

为了进一步分析聚合物锚定的效应，依据

Ａｔｈｅｒｔｏｎ
［１４］等人的处理方法，假设犔αＨ＝犔αＶ＝

犔α，犔βＨ＝犔βＶ＝犔β，即，αＨ＝αＶ＝α，βＨ＝βＶ＝β，

可将式（１３）进行简化，附录Ｂ给出了详细简化过

程。由（Ｂ．７）～（Ｂ．９）式可以得出各系数的解析

表达式如下：

θ０ ＝θ０′＝
π犪
２

（１７）

狆狀 ＝
１

１＋２狀π犔ｅ／λ
ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
（１８）

狇狀 ＝
１

１＋２狀π犔ｅ／λ
ｓｉｎ（２狀π犪）

４狀
（１９）

狆狀′＝
１＋２狀π犔α／λ
１＋２狀π犔ｅ／λ

ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
（２０）

狇狀′＝
１＋２狀π犔α／λ
１＋２狀π犔ｅ／λ

ｓｉｎ（２狀π犪）

４狀
（２１）

其中犔ｅ＝犔α＋犔β，定义犔ｅ＝犓／狑ｅ，结合犔α 和

犔β的定义，即犔α＝犓／α，犔β＝犓／β，我们得到：

１

狑ｅ
＝
１

α
＋
１

β
（２２）

　　将式（１８）、（１９）与 Ａｔｈｅｒｔｏｎ
［１４］给出的结果

对比，即

狆狀 ＝
１

１＋２狀π犔α／λ
ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
（２３）

狇狀 ＝
１

１＋２狀π犔α／λ
ｓｉｎ（２狀π犪）

４狀
（２４）

　　考虑聚合物和基板表面之间的锚定，我们得

到与ＡｌｅｘｅＩｏｎｅｓｃｕ
［１３］相同的等价锚定能［见式

（２２）］。

将式（１８）～（１９）代入式（６），得到：

θ（狓
～，狕

～）＝
π犪
２
＋２∑

"

狀＝１

ｅｘｐ（－２狀π狕
～） １

１＋２狀π犔ｅ／λ
·

ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
ｓｉｎ（２狀π狓

～）＋
ｓｉｎ（２狀π犪）

４狀
ｃｏｓ（２狀π狓

～［ ］）
（２５）

　　式（２５）表明聚合物与基板表面之间的锚定会

影响向列相指向矢的倾角分布。

另外，式（１８）～（２１）给出单位周期的总自由

能表达式：

犉＝π犓∑
"

狀＝１

ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
１

１＋２狀π犔ｅ／λ
（２６）

以及相应的总自由能密度：

犉／λ＝π犓∑
"

狀＝１

ｓｉｎ２（狀π犪）

２狀
１

λ＋２狀狏犔ｅ
（２７）

　　式（２５）和式（２７）可分别用来确定向列相指向

矢的倾角分布以及系统的总自由能。

为了清晰地分析聚合物与基板表面之间的锚

定效应，通过数值计算将我们的结果与 Ａｔｈｅｒ

ｔｏｎ
［１４］的结果进行对比讨论。在数值计算中，选

择参数犓＝１．２×１０－１１Ｎ，λ＝０．１μｍ，犪＝０．５。
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图２　β取不同值时向列指向矢的倾角θ的分布曲线．（ａ）

狕＝０；（ｂ）狕＝０．２λ．

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｌｔａｎｇｌｅｐｒｏｆｉｌｅｏｆｔｈｅｎｅｍａｔｉｃｄｉｒｅｃｔｏｒｆｏｒ

ｖａｒｉｏｕｓβ．（ａ）狕＝０；（ｂ）狕＝０．２λ．

图２给出了β取不同值时，狕＝０［图２（ａ）］和

狕＝０．２λ［图２（ｂ）］处指向矢倾角θ的分布曲线，
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其中包含我们的结果以及 Ａｔｈｅｒｔｏｎ
［１４］的结果。

从图中可以看出，聚合物与基板表面之间的锚定

会影响向列指向矢的倾角分布。随锚定参数β增

加，我们的结果逐渐趋于 Ａｔｈｅｒｔｏｎ的结果，这在

理论上是合理的；并且，聚合物和表面之间的锚定

还会降低松弛距离。
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图３　β取不同值时总自由能密度犉／λ随α的变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅαｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｏｔａｌｆｒｅｅｅｎｅｒｇｙｄｅｎｓｉｔｙ

犉／λｆｏｒｖａｒｉｏｕｓβ

　　图３给出了β取不同值时，系统的总自由

能密度随α的变化曲线。我们发现聚合物和表

面之间的锚定会降低系统的总自由能。随着

参数β增加，我们的结果逐渐趋于 Ａｔｈｅｒｔｏｎ的

结果。

４　结　　论

提出了纳米结构聚合物表面的一个简化模

型：由具有交替的沿面和垂面锚定的一维周期性

条纹表面表征，研究了向列相和取向层聚合物之

间锚定以及聚合物与基板表面之间锚定对向列相

表面锚定的影响。我们的结果证实了郭海成等

人［８１０］的结论。通过假定两锚定区域的锚定强度

相等，并与Ａｔｈｅｒｔｏｎ等人
［１４］的结果进行比较，得

到了与 ＡｌｅｘｅＩｏｎｅｓｃｕ
［１３］相同的等价锚定能［见

式（２２）］。结果表明：取向层聚合物与基板表面之

间的锚定会影响向列相指向矢分布，降低松弛距

离以及系统的总自由能。

附录Ａ　各矩阵元素的表达式

根据计算得到的总自由能犉（θ０，θ′０，狆狀，狇狀，狆′狀，狇′狀；狀＝１，２，３…）以及
犉

θ０
＝
犉

θ′０
＝０，

犉

狆狀
＝
犉

狇狀
＝

犉

狆′狀
＝
犉

狇′狀
＝０，可以得到

犃１１ ＝
λ
犔αＨ

１－（ ）犪 ＋
λ
犔αＶ
犪 （Ａ．１ａ）

犃２２ ＝
λ
犔αＨ

１－（ ）犪 ＋
λ
犔αＶ［ ］犪 ＋ λ

犔βＨ
（１－犪）＋

λ
犔βＶ

［ ］犪 （Ａ．１ｂ）

犃１２ ＝犃２１ ＝－
λ
犔αＨ
（１－犪）＋

λ
犔αＶ［ ］犪 （Ａ．１ｃ）

犃１，４犿－１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（犿π）

犿π
（Ａ．２ａ）

犃１，４犿 ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２犿π）

２犿π
（Ａ．２ｂ）

犃１，４犿＋１ ＝犃２，４犿－１ ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（犿π）

犿π
（Ａ．２ｃ）

犃１，４犿＋２ ＝犃２，４犿 ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２犿π）

２犿π
（Ａ．２ｄ）

犃２，４犿＋１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ２（犿π）

犿π
（Ａ．２ｅ）

犃２，４犿＋２ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ（２犿π）

２犿π
（Ａ．２ｆ）

犃４狀－１，１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀π）

狀π
（Ａ．３ａ）



４３０　　 液　　晶　　与　　显　　示 第２７卷

犃４狀－１，２ ＝犃４狀＋１，１ ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀π）

狀π
（Ａ．３ｂ）

犃４狀，１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２狀π
２狀π

（Ａ．３ｃ）

犃４狀，２ ＝犃４狀＋２，１ ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀π）

２狀π
（Ａ．３ｄ）

犃４狀＋１，２ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ２（狀π）

狀π
（Ａ．３ｅ）

犃４狀＋２，２ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ（２狀π）

２狀π
（Ａ．３ｆ）

　　当狀＝犿时，

犃４狀－１，４狀－１ ＝４狀π＋
２λ
犔αＨ

１－犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔αＶ

犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
（Ａ．４ａ）

犃４狀，４狀 ＝４狀π＋
２λ
犔αＨ

１－犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔αＶ

犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
（Ａ．４ｂ）

犃４狀＋１，４狀＋１ ＝
２λ
犔αＨ

１－犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔αＶ

犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋

２λ
犔βＨ

１－犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔βＶ

犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π

（Ａ．４ｃ）

犃４狀＋２，４狀＋２ ＝
２λ
犔αＨ

１－犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔αＶ

犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋

２λ
犔βＨ

１－犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔βＶ

犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π

（Ａ．４ｄ）

犃４狀－１，４狀＋１ ＝犃４狀＋１，４狀－１ ＝－
２λ
犔αＨ

１－犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔αＶ

犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）［ ］π
（Ａ．４ｅ）

犃４狀，４狀＋２ ＝犃４狀＋２，４狀 ＝－
２λ
犔αＨ

１－犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
２λ
犔αＶ

犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）［ ］π
（Ａ．４ｆ）

犃４狀－１，４狀 ＝犃４狀－１，４狀＋２ ＝犃４狀，４狀－１ ＝犃４狀，４狀＋１ ＝犃４狀＋１，４狀 ＝犃４狀＋１，４狀＋２ ＝犃４狀＋２，４狀－１ ＝犃４狀＋２，４狀＋１ ＝０

（Ａ．４ｇ）

　　 当狀≠犿时，

犃４狀－１，４犿－１ ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

－
ｓｉｎ２狀－２（ ）犿 π犪
２狀－２（ ）犿［ ］π

（Ａ．５ａ）

犃４狀－１，４犿 ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

＋
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

（Ａ．５ｂ）

犃４狀－１，４犿＋１ ＝犃４狀＋１，４犿－１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

－
ｓｉｎ２狀－２（ ）犿 π犪
（２狀－２犿）［ ］π

（Ａ．５ｃ）

犃４狀－１，４犿＋２ ＝犃４狀＋１，４犿 ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

＋
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

（Ａ．５ｄ）

犃４狀，４犿－１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

－
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

（Ａ．５ｅ）

犃４狀，４犿 ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

＋
ｓｉｎ（２狀－２犿）π犪
（２狀－２犿）［ ］π

（Ａ．５ｆ）

犃４狀，４犿＋１ ＝犃４狀＋２，４犿－１ ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

－
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

（Ａ．５ｇ）

犃４狀，４犿＋２ ＝犃４狀＋２，４犿 ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

＋
ｓｉｎ（２狀－２犿）π犪
（２狀－２犿）［ ］π

（Ａ．５ｈ）

犃４狀＋１，４犿＋１ ＝
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

－
ｓｉｎ（２狀－２犿）π犪
（２狀－２犿）［ ］π

（Ａ．５ｉ）
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犃４狀＋１，４犿＋２ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

＋
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

（Ａ．５ｊ）

犃４狀＋２，４犿＋１ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

－
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

（Ａ．５ｋ）

犃４狀＋２，４犿＋２ ＝－
２λ
犔αＨ

－
２λ
犔α（ ）

Ｖ
＋
２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）［ ］

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

＋
ｓｉｎ（２狀－２犿）π犪
（２狀－２犿）［ ］π

（Ａ．５ｌ）

犡１ ＝θ０，犡２ ＝θ０′，犡４犿－１ ＝狆犿，犡４犿 ＝狇犿，犡４犿＋１ ＝狆犿′，犡４犿＋２ ＝狇犿′ （Ａ．６）

犅１ ＝犅４狀－１ ＝犅４狀 ＝０ （Ａ．７ａ）

犅２ ＝
λ
犔βＨ
（１－犪）＋

λ
犔βＶ

［ ］犪·π２犪－∑
"

狀＝１

２λ
犔βＨ

－
２λ
犔β（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀π）

狀２π
（Ａ．７ｂ）

犅４狀＋１ ＝
λ
犔βＨ

１－犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
λ
犔βＶ

犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）［ ］π
ｓｉｎ２（狀π）

狀
＋

∑
犿≠狀

λ
犔βＨ

－
λ
犔β（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

－
ｓｉｎ（２狀－２犿）π犪
（２狀－２犿）［ ］π

ｓｉｎ２（犿π）

犿
－

∑
犿≠狀

λ
犔βＨ

－
λ
犔β（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

＋
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

ｓｉｎ（２犿π）

２犿

（Ａ．７ｃ）

犅４狀＋２ ＝
λ
犔βＨ

１－犪－
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）π
＋
λ
犔βＶ

犪＋
ｓｉｎ（４狀π）

４狀（ ）［ ］π
ｓｉｎ（２狀π）

２狀
－

∑
犿≠狀

λ
犔βＨ

－
λ
犔β（ ）

Ｖ

ｓｉｎ（２狀＋２犿）π犪
（２狀＋２犿）π

＋
ｓｉｎ（２狀－２犿）π犪
２狀２（ ）犿［ ］π

ｓｉｎ（２犿π）

犿
－

∑
犿≠狀

λ
犔βＨ

－
λ
犔β（ ）

Ｖ

ｓｉｎ２（狀＋犿）π犪
（狀＋犿）π

－
ｓｉｎ２（狀－犿）π犪
（狀－犿）［ ］π

ｓｉｎ２（犿π）

犿

（Ａ．７ｄ）

附录Ｂ　各矩阵元素的简化表达式

　　假设犔αＨ＝犔αＶ＝犔α，犔βＨ＝犔βＶ＝犔β，附录Ａ中的表达式可以简化为

犃１１ ＝
λ
犔α

（Ｂ．１ａ）

犃２２ ＝
λ
犔α
＋
λ
犔β

（Ｂ．１ｂ）

犃１２ ＝犃２１ ＝－
λ
犔α

（Ｂ．１ｃ）

犃１，４犿－１ ＝犃１，４犿 ＝犃１，４犿＋１ ＝犃１，４犿＋２ ＝犃２，４犿－１ ＝犃２，４犿 ＝犃２，４犿＋１ ＝犃２，４犿＋２ ＝０ （Ｂ．２）

犃４狀－１，１ ＝犃４狀，１ ＝犃４狀＋１，１ ＝犃４狀＋２，１ ＝犃４狀－１，２ ＝犃４狀，２ ＝犃４狀＋１，２ ＝犃４狀＋２，２ ＝０ （Ｂ．３）

　　 当狀＝犿时，

犃４狀－１，４狀－１ ＝犃４狀，４狀 ＝４狀π＋
２λ
犔α

（Ｂ．４ａ）

犃４狀＋１，４狀＋１ ＝犃４狀＋２，４狀＋２ ＝
２λ
犔α
＋
２λ
犔β

（Ｂ．４ｂ）

犃４狀－１，４狀＋１ ＝犃４狀＋１，４狀－１ ＝犃４狀，４狀＋２ ＝犃４狀＋２，４狀 ＝－
２λ
犔α

（Ｂ．４ｃ）

犃４狀－１，４狀 ＝犃４狀－１，４狀＋２ ＝犃４狀，４狀－１ ＝犃４狀，４狀＋１ ＝犃４狀＋１，４狀 ＝犃４狀＋１，４狀＋２ ＝犃４狀＋２，４狀－１ ＝犃４狀＋２，４狀＋１ ＝０

（Ｂ．４ｄ）

　　 当狀≠犿时，

犃４狀－１，４犿－１ ＝犃４狀－１，４犿 ＝犃４狀－１，４犿＋１ ＝犃４狀－１，４犿＋２ ＝０ （Ｂ．５ａ）
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犃４狀，４犿－１ ＝犃４狀，４犿 ＝犃４狀，４犿＋１ ＝犃４狀，４犿＋２ ＝０ （Ｂ．５ｂ）

犃４狀＋１，４犿－１ ＝犃４狀＋１，４犿 ＝犃４狀＋１，４犿＋１ ＝犃４狀＋１，４犿＋２ ＝０ （Ｂ．５ｃ）

犃４狀＋２，４犿－１ ＝犃４狀＋２，４犿 ＝犃４狀＋２，４犿＋１ ＝犃４狀＋，４犿＋２ ＝０ （Ｂ．５ｄ）

犅１ ＝犅４狀－１ ＝犅４狀 ＝０ （Ｂ．６ａ）

犅２ ＝
λ
犔β

π
２
犪 （Ｂ．６ｂ）

犅４狀＋１ ＝
λ
犔β

ｓｉｎ２（狀π）

狀
（Ｂ．６ｃ）

犅４狀＋２ ＝
λ
犔β

ｓｉｎ（２狀π）

２狀
（Ｂ．６ｄ）

　　这样数学结构犃犡＝犅可以简化为下列方程组，

２λ
犔α
θ０－θ０（ ）′ ＝０

－
λ
犔α
θ０＋

λ
犔α
＋
λ
犔（ ）
β

θ０′＝
λ
犔β

π犪
烅

烄

烆 ２

（Ｂ．７）

２λ
犔α
＋４π（ ）狀狆狀－２λ犔α狆狀′＝０

－
２λ
犔α
狆狀＋

２λ
犔α
＋
２λ
犔（ ）
β

狆狀′＝
λ
犔β

ｓｉｎ２（狀π）
烅

烄

烆 狀

　　（狀＝１，２，…） （Ｂ．８）

２λ
犔α
＋４π（ ）狀狇狀－２λ犔α狇狀′＝０

－
２λ
犔α
狇狀＋

２λ
犔α
＋
２λ
犔（ ）
β

狇狀′＝
λ
犔β

ｓｉｎ（２狀π）

２

烅

烄

烆 狀

　　（狀＝１，２，…） （Ｂ．９）
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欢迎订阅《液晶与显示》
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