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双轴向列相液晶中犔犪狀犱犪狌点的确定
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摘　要：引入双轴向列相液晶分子模型，采用分叉理论和二粒子集团理论来确定双轴向列相

液晶中的Ｌａｎｄａｕ点，分别得出了液晶各向同性相向单轴向列相转变对分子双轴性参数的依

赖曲线。在Ｌａｎｄａｕ点处，分叉理论、二粒子集团理论和平均场理论得到的分子双轴性参数λ

取值是相同的，而约化温度狋的取值不同，由二粒子集团理论得到的约化温度值更为精确。

二粒子集团理论考虑了近邻分子间的短程关联，由此可知在双轴向列相液晶的研究中考虑

近邻分子间的短程关联是非常必要的。
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１　引　　言

早在１９８０年，人们就在溶致液晶中发现了双

轴向列相［１］，并对此进行了探讨［２］。２００４年，

Ｍａｄｓｅｎ等人在热致液晶中发现了双轴向列

相［３］，这一发现引起了人们的极大关注，由此可能

会使液晶的研究进入新的领域，例如在多极介质

下的新液晶态等［４］。

双轴向列相的稳定性依赖于液晶分子本身的

双轴特性（通常可以使用一个参数来描写，并称之

为双轴性参数）。在分子双轴性最大的一点上，最

有可能出现双轴向列相。该点在双轴性参数温

度二维相图上，位于双轴向列相单轴向列相 Ｎ

（＋）单轴向列相 Ｎ（－）各向同性相的交汇处，

称为Ｌａｎｄａｕ点。在研究双轴向列相，特别是寻

找双轴向列相材料时，总是努力使分子本身具有

尽可能大的双轴性，因此人们对Ｌａｎｄａｕ点特别

关注，并产生了专门用来确定Ｌａｎｄａｕ点的分叉

理论，Ｋａｓｅｒ和Ｒａｖｅｃｈé
［５］将分叉理论方法引入

到液晶取向的有序无序转变之中。本文将利用

分叉理论来研究各向同性相的稳定性，即研究各

向同性相向单轴向列相和双轴向列相的转变，并

且求出双轴向列相中的Ｌａｎｄａｕ点。

Ｍａｉｅｒ和Ｓａｕｐｅ
［６］基于各向异性色散力建立了

向列型液晶的分子场理论。他们假定液晶分子具有

轴对称性，这一假定大幅简化了实验分析和理论处

理。然而，向列型液晶的有关实验表明，分子取向两

体势并不具有这样高的对称性［７，８］。Ｌｕｃｋｈｕｒｓｔ等

人［９］提出了通过色散力作用的双轴分子系统的分子

场理论，但这一理论和后来发展的双轴分子系统的

统计理论［１０，１１］都忽略了分子短程关联。

集团变分理论是一种新的分子统计理论，这一

理论主要以液体统计理论为基础，其中所用的数学

方法可以追溯到合作现象理论。在最低级近似，即

单体近似下，集团变分理论回到平均场近似；在高一

级近似下，集团变分理论给出的是二粒子集团理论。

在二粒子集团近似下，本文考虑了两两邻近分子间

的短程关联，不用任何函数展开，通过迭代方法求解

平衡态方程，得到精确的取向分布函数［１２］。文中将

利用二粒子集团理论求出各向同性相向单轴向列相

的转变曲线以及双轴向列相中的Ｌａｎｄａｕ点。

２　分叉理论方法

图１为刘红等
［１３］提出的双轴向列相液晶分

子的示意图。其中犾，犿，狀表示双轴分子沿３个

相互垂直方向的单位矢量，犾，犿，狀为沿犾，犿，狀的

棒长。下面的研究均以该双轴向列相液晶分子模

型为基础。
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根据刘红等人的研究［１３］，本文采用如下两体

势形式：
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犘２ 为二阶勒让德多项式，κ为比例系数。
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图１　三维刚性液晶分子示意图。犾，犿，狀为沿３个相互

垂直方向的单位矢量，犾，犿，狀为沿犾，犿，狀的棒长．

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｉｇｉｄ

ｌｉｑｕｉｄｃｒｙｓｔａｌｍｏｌｅｃｕｌａｒ．犾，犿，狀ａｒｅｕｎｉｔｖｅｃｔｏｒｓ

ａｃｒｏｓｓｔｈｒｅｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，犾，犿，狀ａｒｅｔｈｅ

ｒｏｄｌｅｎｇｔｈｓａｌｏｎｇｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｏｆ犾，犿，狀．

设两个液晶分子１，２。分子１，２的两体势犞１２只

与两分子的相对位形有关。将液晶分子１固定，则

分子２（位形为犾２，犿２，狀２）与分子１（位形为犾１，犿１，狀１）

的相对位形可以用欧勒角Ω＝（α，β，γ）表示：
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（３）

其中犚（α，β，γ）为转动矩阵。附录式（Ａ３）给出用

欧勒角描写的两体作用势形式。

按照ＢｅｌａＭｕｌｄｅｒ提出的分叉理论，相互作

用势犓（珟Ω）按照Δ
（犾）
犿，狀（珟Ω）展开的表达式为［本文

中犓（珟Ω）＝犞１２（珟Ω）］：

犓（珟Ω）＝
犾，犿，狀

（２犾＋１）
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（１）
犿，狀（珟Ω） （４）

这里只考虑犾＝２时的情况。此时对应的犿，狀＝

｛０，２｝。

犾＝２时，４个取向函数的具体表达式为
［１４］：
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（５）

求出对应的系数犓犾，犿狀表达式为：

犓２，００ ＝∫犓（珟Ω）Δ
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由分叉理论可知，犖（＋）（棒状分子）与犖（－）（盘

状分子）交叉部分满足以下两个式子：

犓２，０２ ＝０，犓２，００－犓２，２２ ＞０ （９）

犓２，００－犓２，２２ ＝
－ 犓２，０２
１

２
槡３

（１０）

将上面求出的４个系数分别代入式（９）、式（１０）可得：

犾＋犿＝２狀，且
犾
狀
·犿
狀
＜１ （１１）

犿＋狀＝２犾

犾＋狀＝２｛ 犿
（１２）

将式（１１）、（１２）画图得到图２。

将玻尔兹曼常数记为犽，相变点处约化温度

的倒数记为犌０。由文献［１４］可知，约化温度为

犽犜，此时犌０＝
１

犽犜
，分叉点由以下方程给出：

犌０ ＝－
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２
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（１３）

其中：
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２
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１
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图２　在长度狀固定时，随着犿，犾的变化，Ｎ（＋），Ｎ（－）

相之间的转变．其中实线为双轴向列相Ｂ，虚线为

单轴对称系统．

Ｆｉｇ．２　ＴｒａｎｓｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎＮ（＋）ｐｈａｓｅａｎｄＮ（－）ｐｈａｓｅ

ａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｌｅｎｇｔｈ犿ａｎｄｌｅｎｇｔｈ犾ａｔｆｉｘｅｄ

ｌｅｎｇｔｈ狀．Ｓｏｌｉｄｌｉｎｅｓ：ｂｉａｘｉａｌｎｅｍａｔｉｃｌｉｑｕｉｄｃｒｙｓ

ｔａｌｓＢ；ｄａｓｈｌｉｎｅｓ：ｕｎｉａｘｉａｌｌｙｓｙｍｍｅｔｒｙｓｙｓｔｅｍｓ．

令系统的约化温度为狋
［１３］，

狋＝
４犖犽犜

κ（２狀－犾－犿）
２

（１５）

在约化温度狋下决定分叉点的方程为：

犌０ ＝－
８π

２

犽
＝

５

１＋３λ
２

（１６）

式（１６）中λ为与分子非轴对称性有关的结构参

数，即双轴性参数，其表达式为：

λ＝
犾－犿
３（狀－珔狀）

（１７）

其中珔狀＝（犾＋犿＋狀）／３为棒长的平均值。

式 （１０）给出分叉点：

λ＝
１

３
和λ＝－

１

３
（１８）

由上式可知，在从液晶的各向同性相开始研究的

分叉理论中，Ｎ（＋），Ｎ（－）交叉部分（即双轴向

列相）满足式（１８），即当λ＝
１

３
和λ＝－

１

３
时，Ｉ、

Ｎ（＋）与Ｎ（－）三相交于一点（Ｌａｎｄａｕ点）。这

里所研究的λ取值范围为（０，１），所以取λ＝
１

３
。

即当λ＝
１

３
时，Ｉ、Ｎ（＋）与 Ｎ（－）三相交于一点

（Ｌａｎｄａｕ点），此时犌０＝
１５

４
。

通过式（１６）可以利用分叉理论得到向列相

液晶在分子双轴性参数λ约化温度狋平面内的相

图，如图３所示。
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图３　向列相液晶在分子双轴性参数λ，约化温度狋平面

内的相图．实线：平均场理论；虚线：分叉理论；方

块：二粒子集团理论．

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｎｅｍａｔｉｃｌｉｑｕｉｄｃｒｙｓｔａｌｓｏｎｔｈｅ

ｂａｓｉｓｏｆｍｏｌｅｃｕｌａｒｂｉａｘｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒλ狏狊．ｔｈｅｒｅ

ｄｕｃｅｄｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ．Ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ：ｍｅａｎｆｉｅｌｄｔｈｅｏｒｙ；

ｄａｓｈｌｉｎｅ：ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ；ｓｑｕａｒｅｓ：ｔｗｏｐａｒｔｉ

ｃｌｅｃｌｕｓｔｅｒｔｈｅｏｒｙ

３　二粒子集团理论方法

考虑一个由犖 个液晶分子组成的系统。引

入３个欧勒角α，β和γ，并用Ω＝（α，β，γ）来描述

液晶分子的取向。Ω１，Ω２ 分别为分子１和分子２

的取向。把单体分布函数和两体分布函数分别定

义为犵（Ω１）和犵（Ω１，Ω２），它们满足如下条件：

∫犵（Ω１）ｄΩ１ ＝１ （１９）

∫犵（Ω１，Ω２）ｄΩ２ ＝犵（Ω１） （２０）

这里ｄΩ＝ｓｉｎβｄαｄβｄγ，积分区域为：

０≤α≤２π，０≤β≤π，０≤γ≤２π

　　两体势模型同样采用文献［１３］中的形式，犞１２

的表达式由式（１）、（２）给出。在附录中，犞１２表示

为分子双轴性参数λ的函数，并在实验室坐标系

中写出。由于在形式上它是两分子取向Ω１ 和Ω２

的显函数，所以记犞１２≡犞（Ω１，Ω２）。

根据二粒子集团理论，系统的自由能［１２，１５］表

示为：

犉＝
１

２
犖｛狕犞（Ω１，Ω２）＋狕犽犜ｌｎ犵（Ω１，Ω２）－

（狕－１）犽犜ｌｎ犵（Ω１）犵（Ω２）｝犵（Ω１，Ω２）ｄΩ１ｄΩ２

（２１）

其中狕为最近邻粒子数，犽为玻尔兹曼常数。上

式在式（１９）和式（２０）的条件约束下求变分，得到
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分子取向分布函数所满足的平衡态方程：

狕犞（Ω１，Ω２）＋狕犽犜ｌｎ犵（Ω１，Ω２）－

（狕－１）犽犜ｌｎ犵（Ω１）犵（Ω２）－η＝０ （２２）

这里η是变分参数，式（２２）可以改写为如下等价

形式：

犵（Ω１，Ω２）＝犃｛犵（Ω１）｝
１－１／狕｛犵（Ω２）｝

１－１／狕·

ｅｘｐ －
１

犽犜
犞（Ω１，Ω２｛ ｝） （２３）

其中犃＝ｅｘｐ η（ ）狕犽犜
。式（２３）给出了两体分布函

数。因此，在式（１９）和式（２０）的条件下得到单体

分布函数所满足的方程为



：

犵（Ω１）＝
∫［犵（Ω２）］

１－１／狕ｅｘｐ －
１

犽犜
犞（Ω１，Ω２［ ］）ｄΩ｛ ｝２

狕

∫∫［犵（Ω２）］
１－１／狕ｅｘｐ －

１

犽犜
犞（Ω１，Ω２［ ］）ｄΩ｛ ｝２

狕

ｄΩ１

（２４



）

　　把式（２３）代入式（２１），得到平衡态自由能的

表示式为：

犉＝
１

２
犖狕犽犜ｌｎ犃 （２５）

即：　犉＝－
１

２
犖狕犽犜ｌｎ｛犵（Ω１）｝

１－１／狕｛犵（Ω２）｝
１－１／狕·

ｅｘｐ －
１

犽犜
犞（Ω１，Ω２｛ ｝）ｄΩ１ｄΩ２ （２６）

　　采用函数迭代的方法求解式（２４）。对于单

轴向列相，分布函数犵（Ω）只依赖于β和γ。因此

可以把犵（Ω）定义在狀×狀（二维）个分立点上，由

于对称性，分立点的数值范围定义为：

０≤ｃｏｓβ≤１，０≤γ≤２π

为了与积分计算相衔接，选择高斯型点序：

对于ｃｏｓβ取点序：

犺β（１－１／槡３＋２犽），犺β（１＋１／槡３＋２犽）

　　对于γ取点序：

犺γ（１－１／槡３＋２犽），犺γ（１＋１／槡３＋２犽）

其中犽＝０，１，２，…，狀／２－１；犺β＝１／狀，犺γ＝π／狀。

定义四维矩阵如下：

犓（犻１，犼１；犻２，犼２）＝∫
２π

０
ｅｘｐ －

１

犽犜
犞（Ω１，Ω２［ ］）ｄα２，

（犻１，犼１；犻２，犼２ ＝１，２，…，狀） （２７）

其中犓（犻１，犼１；犻２，犼２）是由式（２７）给出的ｃｏｓβ１、γ１、

ｃｏｓβ２、γ２ 分别在第犻１、第犼１、第犻２、第犼２ 点时的取

值，且不失一般性地取α１＝０。

这样式（２４）就可以改写为



：

犵犿＋１（ｃｏｓβ犻１，γ犻１）＝

犺β犺γ
犻
２犼２

犓（犻１，犼１；犻２，犼２）［犵犿＋１（ｃｏｓβ犻２，γ犻２）］
１－１／｛ ｝狕

狕

犺β犺γ
犻
１
，犼１

犺β犺γ
犻
２
，犼２

犓（犻１，犼１；犻２，犼２）［犵犿＋１（ｃｏｓβ犻２，γ犻２）］
１－１／｛ ｝狕

狕
（２８



）

　　如果迭代收敛，即当犾≥犿时，犵犾＋１（ｃｏｓβ，γ）＝

犵犾（ｃｏｓβ，γ），那么犵犿（ｃｏｓβ，γ）就是方程式（２４）的

解。之后据此可进一步计算出一定温度时的平衡

态自由能以及其它热力学量的值。

与分叉理论方法相对应，本文用二粒子集团

理论方法也得出了向列相液晶在λ－狋平面内的

相图。每个分子的最近邻粒子数狕＝６，取狀＝３２

的一个四维矩阵，得到图３中的结果。为了进行

比较，图 ３ 中 同 时 给 出 平 均 场 理 论 的 结 果

曲线［１３］。

图３中，Ｉ为各向同性相，Ｎ（＋），Ｎ（－）分别

为正、负单轴向列相，各向同性相向正、负单轴向

列相的转变为一级相变。由于Ｌａｎｄａｕ点处的变

化异于其它点，所以二粒子集团理论得到的曲线

中λ＝０．３３（Ｌａｎｄａｕ点）处为一跳跃点。

由分叉理论得出在λ＝１／３处，系统直接由各

向同性相经二级相变进入双轴向列相，所以此点

为Ｌａｎｄａｕ点。由文献［１３］可知，利用平均场理

论得出的Ｌａｎｄａｕ点也在λ＝１／３处。本文由二粒

子集团理论通过判断序参数的取值，得到的Ｌａｎ

ｄａｕ点在λ＝０．３３处。由此可以看出：二粒子集

团理论得到Ｌａｎｄａｕ点处的λ数值与分叉理论、平

均场理论得到的数值是相同的，而二粒子集团理

论得到Ｌａｎｄａｕ点处的狋值比分叉理论、平均场理

论得到的数值要小。

在分叉理论中，将λ＝０代入式（１６），可以得



第３期 李　策，等：双轴向列相液晶中Ｌａｎｄａｕ点的确定 ３３７　　

到对应的约化温度为狋＝０．２。由平均场理论可得

出：当λ＝０时，狋＝０．２２０１９。

４　结　　论

采用分叉理论方法和二粒子集团理论方法来

确定双轴向列相中的Ｌａｎｄａｕ点。分叉理论和平

均场理论分别是对单分子取向分布函数和单分子

有效势做函数展开，并做了截断近似。二粒子集

团理论考虑了分子间的短程关联，其数值计算中

没有对取向分布函数做任何展开，而是将取向分

布函数定义在实空间的分立点上，通过平衡态方

程的迭代求解，从而得到精确的取向分布函数。

利用二粒子集团理论得到的Ｌａｎｄａｕ点处的分子

双轴性参数λ值与分叉理论、刘红等
［１３］的平均场

理论所得到的λ值是相同的，约化温度狋的值则

比分叉理论、平均场理论的狋值要小且更为精确。

比较上述３种理论得到的各向同性相向单轴向列

相的转变曲线，二粒子集团得到的结果更令人满

意。由此得出结论：在研究双轴分子构成的单轴

向列相时，考虑分子间的短程关联是十分必要的。

本文的研究证明了二粒子集团理论处理双轴分子

构成液晶单轴向列相的可行性，也为该理论应用

于其它问题的研究提供了依据。

附　　录

转动矩阵的具体表示为



：

犚（α，β，γ）＝

ｃｏｓαｃｏｓβｃｏｓγ ｓｉｎαｃｏｓβｃｏｓγ＋ｃｏｓαｓｉｎγ －ｓｉｎβｃｏｓγ

－ｃｏｓαｃｏｓβｓｉｎγ－ｓｉｎαｃｏｓγ －ｓｉｎαｃｏｓβｓｉｎγ＋ｃｏｓαｃｏｓγ ｓｉｎβｓｉｎγ

ｃｏｓαｓｉｎβ ｓｉｎαｓｉｎβ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎β

（Ａ１



）

　　将它用来描写两个分子的相对取向位形，有：

犾１·犾２ ＝ｃｏｓαｃｏｓβｃｏｓγ－ｓｉｎαｓｉｎγ

犿１·犾２ ＝ｓｉｎαｃｏｓβｃｏｓγ＋ｃｏｓαｓｉｎγ

狀１·犾２ ＝－ｓｉｎβｃｏｓγ

犾１·犿２ ＝－ｃｏｓαｃｏｓβｓｉｎγ－ｓｉｎαｃｏｓγ

犿１·犿２ ＝－ｓｉｎαｃｏｓβｓｉｎγ＋ｃｏｓαｃｏｓγ

狀１·犿２ ＝ｓｉｎβｓｉｎγ

犾１·狀２ ＝ｃｏｓαｓｉｎβ

犿１·狀２ ＝ｓｉｎαｓｉｎβ

狀１·狀２ ＝ｃｏｓ

烅

烄

烆 β

　（Ａ２）

代入文中式（１）和式（２），得到用欧勒角描写的两

体作用势：

犞１２（珟Ω）＝－
κ犾
２

［犖
３

２
（ｃｏｓαｃｏｓβｃｏｓγ－ｓｉｎαｓｉｎγ）

２
－

］１２ －
κ犾犿［犖

３

２
（ｃｏｓαｃｏｓβｓｉｎγ＋

ｓｉｎαｃｏｓγ）
２
－ ］１２ －

κ狀犾［犖
３

２
（ｃｏｓαｓｉｎβ）

２
－ ］１２ －

κ犾犿［犖
３

２
（ｓｉｎαｃｏｓβｃｏｓγ＋ｃｏｓαｓｉｎγ）

２
－ ］１２ －

κ犿
２

［犖
３

２
（－ｓｉｎαｃｏｓβｓｉｎγ＋ｃｏｓαｃｏｓγ）

２
－ ］１２ －

κ犿狀［犖
３

２
（ｓｉｎαｓｉｎβ）

２
－ ］１２ －

κ狀犾［犖
３

２
（－ｓｉｎβｃｏｓγ）

２
－ ］１２ －

κ犿狀［犖
３

２
（ｓｉｎβｓｉｎγ）

２
－ ］１２ －

κ狀
２

［犖
３

２
（ｃｏｓβ）

２
－ ］１２
（Ａ３）

若将犲１，犲２，犲３ 取为实验室坐标系，且假定分子ｉ

长轴单位矢量犾ｉ，犿ｉ，狀ｉ在实验室坐标系中的欧勒

角Ω犻＝（α犻，β犻，γ犻），则：

犾ｉ

犿ｉ

狀

烄

烆

烌

烎ｉ

＝犚（α犻，β犻，γ犻）

犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

（Ａ４）

将两体作用势写为分子双轴性参数λ的显函数，

并在实验室坐标系写出，有



：

犞１２≡犞（Ω１，Ω２）＝－
κ
犖
９

４
（狀－狀）［２ ３

２
狀２１３－（ ）１２ ＋

３

２
λ（犾

２
１３－犿

２
１３ ］［） ３

２
狀２２３－（ ）１２ ＋

３

２
λ（犾

２
２３－犿

２
２３ ］）－

κ
犖
３

４
（狀－狀）［２ ３２（狀

２
１１－狀

２
１２）＋

３

２
λ（犾

２
１１－犾

２
１２－犿

２
１１＋犿

２
１２ ］［） ３

２
（狀２２１－狀

２
２２）＋

３

２
λ（犾

２
２１－犾

２
２２－犿

２
２１＋犿

２
２２ ］）－

２７κ
犖
（狀－珔狀）［２ λ犾１１犾１２＋

１

２
λ狀１１狀１２＋

１

２
狀１１狀（ ）１２ × λ犾２１犾２２＋

１

２
λ狀２１狀２２＋

１

２
狀２１狀（ ）２２ ＋
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λ犾１２犾１３＋
１

２
λ狀１２狀１３＋

１

２
狀１２狀（ ）１３ λ犾２２犾２３＋

１

２
λ狀２２狀２３＋

１

２
狀２２狀（ ）２３ ＋

λ犾１１犾１３＋
１

２
λ狀１１狀１３＋

１

２
狀１１狀（ ）１３ λ犾２１犾２３＋

１

２
λ狀２１狀２３＋

１

２
狀２１狀（ ）２３ （Ａ５



）

在上式中犾、犿和狀的第一个下角标取１和２标记两 个分子；第二个下角标取１～３标记矢量的分量。
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